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POLYNOME DE HILBERT-SAMUEL 
DANS LES ALGEBRES ENVELOPPANTES 

ET LES ALGEBRES DE GROUPE 

PAR 

J. ALEV 

ABSTRACT 

An analogue of the Hilbert-Samuel polynomial is considered with respect to the 
augmentation ideal of the enveloping algebra of a finite dimensional nilpotent 
Lie algebra and the group ring of a finitely generated, torsion-free nilpotent 
group. Then, the Hilbert series of finitely generated modules are rational. 

Introduction 

Dans ce travail nous 6tudions un analogue du polyn6me de Hilbert-Samuel en 

l'id6al d'augmentation des alg~bres enveloppantes d'alg~bres de Lie nilpotentes 

et des alg~bres de groupes nilpotent de type fini sans torsion. On obtient une 

fonction non n6cessairement polynomiale, mais ~ croissance polynomiale et dont 

la dimension au sens de Gelfand-Kirillov se comporte comme le degr6 du 

polyn6me attach~ ~ i'id~al maximal d'un anneau local, noeth6rien et commutatif 

([1] et [2]). On prouve la rationalit6 de la s6rie de Hilbert d'un module gradu6 de 

type fini sur le gradu6 associ6 ~ l'id6al d'augmentation d'une alg~bre envelop- 

pante d'alg~bre de Lie nilpotente et d'un anneau de groupe nilpotent de type 
fini. 

1.1. Soit A un anneau noeth6rien ~ gauche et I un id6.al bilat~re de A tel 

que A / I  soit artinien ~t gauche. Supposons que I soit engendr6 par un syst~me 

centralisant xl, x2 , ' " , x~  ([7]). Pour tout entier naturel k, I~/I  k+l est un 

A//-module h gauche de longueur finie. (A = I~ Posons: 

f~ (n) = IA ( A / I "  +1). 

1.2. Soit x un 616ment central dans A et J un id6al bilat~re de A. Notons par 

J" A x  l'id6al bilat~re {b/bAx C_ J}. 
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1.3. LEMME. 

J. ALEV Israel J. Math. 

Avec les notations du 1.1 et du 1.2, on a: 

f ,/ax,(n ) = [1(n ) -  I(A /I"+~ : Ax~). 

Pm~UVE. En effet, (A/Ax~)/(IAx~)" est isomorphe h A / I "  + Axe. On a alors: 

f t ( n ) -  f,/Ax,(n) = l(A/I"§ - l (A/I"+'  + Ax, )  

= 1((I"+1+ AxO/ I  "+~) = I (A / I "+ ' :Ax , ) .  �9 

1.4. PROPOSITION. Avec les hypotheses du 1.1, f,(n) est ma/ord par le 
polyn6me ("+~S)l(A /I). 

PREUVE. On proc&de par rgcurrence sur s. 
S is  ~t, I Ax ,  et par consgquent U /I  k+~ k ~+~ = = = Ax~ /Ax ,  est un A/1-module  

monogbne de longueur majorge par l (A/1) .  I1 vient alors: 

(A) ( ) (A)  ]:,(n) = l ( a x  k k+, = l ~/Ax~ )<=(n + l)/ n + l  
k = 0  1 " 

S i s  > 1, on a 6videmment I"CI"§  pour tout entier naturel n; par 
cons6quent, [f(n - 1)= l (A/I"+~:Ax,) .  On en d6duit: 

(1.4.1) [ ~ ( n ) - f , ( n  - 1) =/,/ax,(n) 

en utilisant le lemme 1.3. Or l'anneau ft. = A /Ax~  et l'id6al [ = I/Ax~ v6rifient 
les hypoth$ses de la proposition. Par r6currence, on obtient: 

(1.4.2) ] : ' / a x ' ( n ) - ~ ( n + s - 1 ) l ( ~ ) = ( n + s - 1 ) l ( A )  s - 1  

En utilisant les inSgalit6s (1.4.1) et (1.4.2) il vient: 

f , ( n ) _ f , ( n _ a ) < ( n + s - 1 )  ( A )  
= s - 1  l , 

f , ( n - 1 ) - f f ( n - 2 )  < ( n -  l + s - 1 ) l ( A )  
= s - 1  

- - 1  " 

On a alors: 

f , ( n ) ~ l ( A )  +k , ~= (ks_l+S-1) l(A)=k=0~] (ks+S-_l 1) l ( A ) = ( n s + S ) l ( A )  
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1.5. REMARQUE. En alg~bre commutative, la proposition 1.4 se d6montre en 

remarquant que le gradu6 associ6 ~ l'id6al I est une A/I-alg~bre de type fini et 

par cons6quent le r6sultat se d6duit de la m6me propri6t6 bien connue de l'id6al 

d'augmentation d'une alg~bre de polyn6mes. En algbbre non commutative, le 

gradu6 associ6 est quotient du produit libre de A / 1  avec Z ( A / I ) ( x l ,  x 2 , "  ", xs) 

off Z ( A / I ) ( x ~ , x 2 , " ' , x s )  est l'alg~bre libre d6termin6e par les variables 

xt,  x 2 , "  ",xs sur le centre de A / I .  Dans cette derni~re alg~bre la croissance 

6tudi6e &ant exponentielle, on no peut rien conclure sur les quotients. 

2.1. Soit A un anneau et I un id6al engendr6 par un systbme centralisant 

x~, x2 , '"  ", x,. Soit J un ideal bilat~re de A. On dit que I v&ifie la propri~td d ' A r t i n  

Rees  forte par rapport gt J s'il existe un entier k, tel que: 

s i n  _-> k, alors: I" n J = I "-k (I k 71J). 

DEFINmON. On dira que l'id6al bilat~re I v6rifie la propri6t6 d ' A r t i n  Rees  

forte restreinte si I v6rifie la propri6t6 d'Artin Rees par rapport aux id6aux: 

A x e +  Ax2  + " �9 + Ax i ,  1 <- i <= t -  1. 

2.2. REMAROUE. Dans les hypotheses du 2.1, si I v6rifie la propri&6 d'Artin 

Rees forte restreinte, alors l'id6al Ij v6rifie aussi la propri6t6 d'Artin Rees forte 

restreinte dans l'anneu Aj off 

A I 
AJ = Ax~ + Ax2  + . . . + A x  i et I~ = A x l  + Ax2  + . . . + A x ,  

pour 1 _-< j -< t - 1, ce qui se v6rifie par r6currence finie sur j. 

2.3. DI~FINITION. Soit f une fonction croissante d6finie sur N e t  h valeurs 

entibres positives. Nous allons supposer: 

(a) Il existe un polyn6me q (X)E  Q[X] tel que f(n)<= q ( n )  pour tout entier 

naturel n. 

(b) Il existe un entier l strictement positif et un polyn6me p ( X ) E  Q[X] tels 

que: 

O < p ( n ) < = f ( n )  pour n ~  0, n - O ( l ) .  

Il est alors clair qu'il existe un polyn6me de plus haut degr6 d v6rifiant la 

condition (b) en pr6sence de la condition (a). On a, en particulier, d _-< deg q ( X ) .  

Cet entier d qui est uniquement d6termin6 par la fonction f va 6tre appel6 le 

"degr~" de f. 



234 J. ALEV Israel J. Math. 

I1 est clair aussi que si le polyn6me p ( X )  r6alise la condition (b) avec l 'entier l, 

il la r6alise aussi avec tout entier multiple non-nul de I. 

2.4. LEMME. Soit A un anneau et I un iddal engendrd par une A-suite 

centralisante xl, x 2 , ' " , x s  ([11]). Si I v&ifie la propridtd d 'Art in Rees forte 

restreinte, alors : 

II existe un entier positif k tel que : 

(I" : A x  OC I "-k d~s que n >= k. 

PREUVE. Elle se fait comme dans le cas commutatif  ([12], page 273). �9 

2.5. Tm~OREME. Soit A un anneau noeth&ien d gauche et I un iddal propre de 

A tel que A / I  soit artinien. Supposons de plus que I soit engendr~ par une A -suite 

centralisante xl, x2," �9 ", x~. Si I v&ilie la propridt~ d 'Art in  Rees forte restreinte, alors 

la fonction : 

f, (n) = IA ( A / I "  +1). 

est de degrd s, au sens de la ddfinition 2.3. 

PREUVE. Elle se fait par r6currence sur s. S i s  = 1, alors I = Ax~ et I ~ + ~  I k 

pour tout entier naturel k, car x~ est non diviseur de 0 et non inversible. Comme 

A / I  ~-Ax~/Ax~ § pour tout entier naturel k, on en d6duiI que: 

Si s > 1, la condition (a) de la d~finition 2.3 est v6rifi6e d'apr~s la proposition 1.4. 

Consid&ons maintenant l 'anneau A = A / A x e .  

D'apr~s la remarque 2.2, f v&ifie la propri&~ d'Artin Rees forte restreinte. II 

s'ensuit par r~currence qu'il existe un entier l~ strictement positif eI un polyn6me 

p ( X)  E Q[X] tels que: 

(2.5.1) O < p ( n ) N f r ( n )  p o u r n g O e t n - O ( l , )  a v e c d e g p ( X ) = s - 1 .  

Mais, d 'autre part, d'apr~s les lemmes 1.3 et 2.4, on a: 

(2.5.2) f r ( n ) < f , ( n ) - f , ( n  - k,) pour n > k,. 

Prenons k = l~k~. II est clair que (2.5.1) (respectivement (2.5.2)) reste vrai avec k 

au lieu de li (respectivement k0. 

D'o~: quelque soit n = k tel que n - O ( k )  on a: 

(2.5.3) O < p(n  ) <- f~(n ) <= f~(n ) -  f , (n  - k ). 
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Prenons n = tk. On a alors les in6galit6s suivantes: 

O < p(tk ) <-_ [r(tk ) -  [~(tk - k), 

O< p(tk - k )<-_ [,(tk - k ) -  f,(tk - 2 k ) ,  

O < p(Ek ) <-- f~(2k ) -  [x(k ), 

O<p(k)<--[~(k). 

On en d6duit: 

0 < ~ p(ik)<=[~(tk). 
i ~ 1  

Comme E'~ p (ik) est un polyn6me de degr6 s en tk ~ coefficients rationnels, on 

obtient que le degr6 de f est minor6 par s. Comme d'autre part, d'apr6s la 

proposition 1.4, f est major6e par un polyn6me de deqr6 s, son degr6 au sens de 

la d6finition 2.3 est s. 

2.6. COROLLAIRE. Darts les hypothdses du thdor~me 2.5, la dimension de f au 

sens de la dimension de Gelfand-Kirillov est dgale ~ s ([1]). 

PREUVE. En effet, 

- -  Log f (n )  
d i m f =  lira 

. . . .  Log n 
- -  - inf{7 ER/f(n)<-_ n~}. 

I1 est clair que dim f =< s. 
D'autre part, si d i m f  6tait 6gale h 5̀ < s, on aurait sur une infinit6 de points un 

polyn6me de degr6 s major6 par n ~ avec ,5 < s, ce qui est impossible. 

2.7. Le th6or~me 2.5 et son corollaire 2.6 s'appliquent en particulier dans les 

deux cas suivants: 
(1) Soit ~d une alg~bre de Lie nilpotente de dimension s sur un corps K, 0-//(~) 

son alg~bre eveloppante et ~d0//(~) l'id6al d'augmentation de 0//(~d) que nous 

allons noter par At. D'apr~s [8], At v6rifie la propri6t6 d 'Art in-Rees forte par 

rapport ~ tout id6al de 0//(~d). On en d6duit que la fonction / , , ( n ) =  

dim~ (A/At "+~) est de degr6 s, puisqu'une base de ~ adapt6e ~ sa suite centrale 

ascendante donne une ~ centralisante g6n6ratrice de At. Dans le 

paragraphe 3, nous donnons une version plus pr6cise de cette propri&6. Ce 

r6sultat 6tre compar6 dans ie cas nilpotent h ceux de [1] qui m~nent ~ la 

d,~termination de la GK-dimension d'une alg~bre enveloppante. 
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(2) Soit K un corps et G u n  groupe nilpotent de type fini et sans torsion. 

D 'apr& [2] et [5], un tel groupe est caract6ris4 par l'existence d 'une suite de 

sous-groupes: 

G=G, DG2D...D G,+,={I} 
teile que: 

(a) G,/G,+I est un groupe cyclique infini pour 1 _--< i =< r, 

(b) [G,, G] C O,.~. 

La longueur d 'une telle suite est un invariant du groupe G, qu'on appelle le 

rang de G. 

LEMME. Avec les notations ci-dessus, l'iddal d'augmentation de K[G], 
alg~bre du groupe G, est engendrd par une K[ G ]-suite centralisante de r dldments. 

PREUVE. On proc6de par r6currence sur r. S i r  = 1, on a: G -~ Z et K[G] = 
KIT, T -1] off Test une ind&ermin6e commutative. K[G] est donc int~gre est si 

g est un g6n6rateur de G, (g - 1) engendre l'id6al d'aumenta~ion de K[G]. 
Supposons r > 1 et consid6rons le groupe t~ = G/G,; (~ est un groupe 

nilpotent de type fini et sans torsion d'apr~s la caract6risation rappel4e ci-dessus. 

On a l 'isomorphisme: K [ G ]  = K[G]/to(Gr) oh to(G,) est l'id6al engendr6 par 

g , -  1 dans K[G], 06 g, d4signe un g4n&ateur du groupe cyclique infini G,. 

L'hypothbse de r&urrence termine la preuve compte tenu du fait que g, - 1 est 

central dans K[G] et non diviseur de z6ro puisque K[G] est intbgre, d'apr~s le 

th6or~me 3.2 du [5]. 

On montre dans [8] que l'id6al d 'augmentation M de K[G] v4rifie la propri4t6 

d'Artin Rees forte par rapport h t ous l e s  id6aux de K[G]. Compte tenu du 

lemme ci-dessus, la fonction f~(n)= dimK (K[G]/~ n§ est de degr6 r. 

3.1. Soit K un corps, ~ une K-alg~bre de Lie nilpotente de dimension p. 

Consid6rons la suite centrale descendante de ~d. 

(3.1.1) 0 =  ~dq c ~ q - ' c . . . c  ~2C ~1=  ~ o6 ~'+~ = [~', ~] 

pour 1 =< i ~ q -  1 et q est l'indice de nilpotence de 4. Choisissons une base 

adapt4e/l  la suite (3.1.1): ep, ep-1, �9 �9 ", e2, e~ ordonn4e et fix6e pour le reste de ce 

paragraphe. 

3.2. DI~FINITION. On appelle mon6me en les e~ une expression du type 

ei',ei~. �9 �9 ei~ oh les t~ sont des entiers strictement positifs et o6 les ij ne sont pas 
tous distincts. C'est un 414ment de l'id4al d 'augmentation d,~ de 0//(~), l'alghbre 

enveloppante de ~. 
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On appelle mon6me standard ([3]) un mon6me dans lequel on a: 

i l>=i2>~. . .~ i s .  

Appelons hauteur de el, le plus grand entier h (e~) tel que el E ~d h(~,). Si m 

d~.signe le mon6me e'~',ei~" "ei~ la hauteur de m, not6e h ( m )  sera l'entier 

E~=lh(e~j)tj. D'apr~s [10], les mon6mes standard de hauteur > n forment une 

K-base de M", oil M d6signe l'id6al d'augmentation de 91 (~d). 

3.3. PROPOSITION. Avec  les notations ci-dessus, posons k~ = h (el), 1 <= i < p. 

Considdrons la [onction h (n ) = dimr~t"/Jgt "+1. Alors : 

(i) E,~0dimKM"/M "§ t" = 1/1-I,P=I(1- t~). 

(ii) La  [onction h ( n )  est dquivalente dans le sens de Gel fand-Kir i l lov  fi la 

fonction polynomiale (.~p~l) ([1]). 

PREUVE. (i) Les mon6mes standard de hauteur n forment une K-base de 

M " / ~  "+1. I1 s'ensuit que h ( n ) = card{(/1, lz, " ",/p)/E~'=l k~l~ = n }. 

(ii) Consid6rons les deux ensembles suivants de p-uples d'entiers naturels: 

sO(n) = 11, 12,'" ", kjlj = n et 

~ ( n )  = /1, t2,'" ", tj = n . 

On a: card ~ (n) = ("~P_~I) et card M(n) = h (n). 

L'application a : ,d(n)--> N (n) d6finie par: (/l, 12,'" ", Ip ) "  (kill ,  k212,'" ", kplp) 

est 6videmment injective et on en d6duit que h(n)<_-("+p~_7~). L'application 

[3 : J3(n)--> ~ l ( k n )  d6finie par: 

oO k = p.p.c.m. (kl, k2 , "  ", k,) est aussi injective et on en d6duit que ( ,~1)_< 

h ( k n ) .  Par cons6quent, h ( n )  et ( , ~ 1 )  sont GK-6quivalents. 

3.4. Avec les notations du 3.1 et 3.2 consid6rons l'alg~bre de Lie nilpotente 

gr ~3 = ~d/~20 ~2/~d30"" " � 9  ~d~-I oh le crochet est d6finit de la faqon usuelle. 

Df~FI~rrION. On dit qu'une alg~bre de Lie nilpotente ~ est gradude si 

l'application ~3--> gr ~ d6finie par el ~ el + ~d h(~')§ est un isomorphisme. I1 est 

clair que g r g r ~ = g r ( g .  D'autre part, d'apr~s [10], ~ of a 

G~ (0//(~)) d6signe l'alg~bre gradu6e associ6e ~ la filtration M-adique de q/(~). 

L'algbbre enveloppante d 'une alg~bre de Lie nilpotente gradu6e est donc 
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gradu6e par la hauteur. Remarquons enfin que s i x  est un 616ment central de 

I'algbbre de Lie nilpotente gradu6e ~d, alors ~/Kx  est aussi une alg~bre de Lie 

nilpotente gradu6e. 

3.5. THEOR~ME. Soit q$ une algdbre de Lie nilpotente de dimension p sur un 

corps K et ~ ( ~) son alg~bre enveloppante. Consid~rons un ~ ( ~)-module de type 

fini M e t  la sgrie de Hilbert associ~e Y..=o(dimK~"M/~m+~M)t ", off ~t dgsigne 

l'idgal d'augmentation de all ((g). Alors: 

~] dimr .,~t.+lM t" = p 
._-o l - i ( 1 _  tk,) 

off les k, sont comme dans 3.3 et [(t) E Z[t]. 

PREUVE. (a) Supposons d 'abord l'alg/~bre de Lie ~ gradu6e et le module M 

gradu6 sur l'alg~bre gradu6e ~/(~d). On peut donc 6crire M = ~ , ~ = o M , .  

Montrons que E,_>0 (dimK M.) t  ~ = [(t)/IF,=~ (1 - t k' ) avec jr(t) E Z[t]. On proc~de 

par r6currence sur p. 

Si p = 1, c'est le cas commutatif. 

Si p > l ,  consid6rons la base fix6e au 3.1: (ep, ep_~,'",e2, e l ) e t  h, = h(e,), 

1 _- i =< p. Comme ~/(~d) est gradu6e par la hauteur, ep est homog~ne de hauteur 

k, et central. La multiplication par ep est un ~ (~)-endomorphisme de M e t  pour 

tout n, on obtient la suite exacte: 

O - . K . ~ M . ~ M . + k  ~ L . §  ~ O .  

On finit la d6monstration comme dans le cas commutatif  compte tenu du fait 

que: 

et le fait que ~/Ke,  est une algbbre de Lie nilpotente gradu6e dans laquelle 

h (,~) = k, pour 1 _-< i < p _ 1. 

(b) Dans le cas g6n6ral, remarquons que le module gradu6 G~,(M)= 
(~,>=oM"M/M"+IM est de type fini sur l 'anneau G ~ ( ~ ( ~ ) )  et que G~(~(~3))  

est isomorphe comme alg/~bre gradu6e ~ ~/(gr ~d). Enfin, pour tout i, la hauteur 

de e, est la m6me que la hauteur de l'image de e~ dans gr ~d. 

3.6. Soit G u n  groupe nilpotent de type fini et K un corps de caract6ristique 

0. Consid6rons la suite centrale descendante de G:  



Vol. 37, 1980 POLYNOME DE HILBERT-SAMUEL 239 

(3.6.1) G = G Iz) G 2D - . .  Z) G q ={1}, 

o~t G '+' = [G', G] pour 1 =< i =< q - 1 et o/t q est l'indice de nilpotence de G. 

Si g r G  ddsigne le groupe ab61ien ( ~ 5 ~ G ' / G  '+1, on pent associer h G 

l'alg6bre de Lie nilpotente gr G (~)zK, off le crochet est d6fini h I'aide du 

crochet dans G ([9]). Si eft d6signe l'id6al d'augmentation de l'alg~bre du groupe 
K[G], on d6montre dans [9], que: 

(3.6.2) G~(K[G])= ql (gr ~z K ) " 

L'alg~bre de Lie gr G (~)z K est nilpotente gradu6e de sorte que l'isomorphisme 

(3.6.2) est un isormorphisme d'alg~bre gradu6es. 

Soit M un K[G]-module  de type fini. La m6thode du passage au gradu6 

utilis6e dans le th6or~me 3.5 permet de d6montrer que: 

~', ~olmK --~-gvi--M) t" = ~ f(t) 
n ~ O  [I(1-:') 

oft f ( t ) ~  Z[t] et off les k~ proviennent de l'alg~bre de Lie gr~3 @ z K  comme 

dans 3.3. La proposition suivante d&ermine les entiers k~ dans le groupe G. 

3.7. Soit G u n  groupe nilpotent de type fini et (3.6.1) sa suite centrale 

descendante. Consid6rons un syst~me de g6n6rateurs de G: 

(3.7.1) gl, g2," " " ,  gl,, g~:l, " �9 ", gh, gh§ " " ", grq_, 

off g~,+l, g~,.2, " " ", g~,., est un syst~me de g6n6rateurs du groupe nilpotent de type 
fini ' ~+1 = = q = G /G , 1 < i - 1. Soit hi, la hauteur de gi, 1 =<j < lq_l, le plus grand 

q ~ l  i i + 1  entier tel que giEGh~. Comme g r G ( ~ z K = ( ~ l G  /G (~)zK, on pent 

extraire du syst/~me g6n6rateur (3.7.1) une suite d'616ments: 

g~,, g~, �9  g~, 

dont les images dans gr G (~)z K forment une K-base de gr G (~)z K. I1 suflit de 

prendre les 616ments non de torsion dans g~,§ ", g~,§ pour 1 _-<i -< q -  1. On 

obtient donc la proposition suivante: 

PROPOSITION. Avec les notations ci-dessus, soit h, k la hauteur de g,k, 1 <= k ~ s. 
Si M est un module de type fini sur K[G], alors: 

,. M"M t"= f(t) 
,~_-~o ~ ~ - i - M  12i ( 1 -  thQ 

k = l  
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of~ f ( t )  E Z[ t ] .  

PREUVE. E n  d i e t ,  les e n t i e r s  h~ k ne  d 6 p e n d e n t  pas  du sy s t~me  g 6 n 6 r a t e u r  

(3.7.1) chois i .  Ils p r o v i e n n e n t  des  e s p a c e s  v e c t o r i e l s  G ' / G ' + i ( ~ z K ,  p o u r  

l < = i < = q - 1 .  
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