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POLYNOME DE HILBERT-SAMUEL
DANS LES ALGEBRES ENVELOPPANTES
ET LES ALGEBRES DE GROUPE

PAR
J. ALEV

ABSTRACT

An analogue of the Hilbert-Samauel polynomial is considered with respect to the
augmentation ideal of the enveloping algebra of a finite dimensional nilpotent
Lie algebra and the group ring of a finitely generated, torsion-free nilpotent
group. Then, the Hilbert series of finitely generated modules are rational.

Introduction

Dans ce travail nous étudions un analogue du polyndme de Hilbert-Samuel en
I’idéal d’augmentation des algebres enveloppantes d’algébres de Lie nilpotentes
et des algébres de groupes nilpotent de type fini sans torsion. On obtient une
fonction non nécessairement polynomiale, mais a croissance polynomiale et dont
la dimension au sens de Gelfand-Kirillov se comporte comme le degré du
polyndme attaché a 'idéal maximal d’un anneau local, noethérien et commutatif
([1] et [2]). On prouve la rationalité de la série de Hilbert d’'un module gradué de
type fini sur le gradué associé a I'idéal d’augmentation d’une algébre envelop-
pante d’algébre de Lie nilpotente et d’un anneau de groupe nilpotent de type
fini.

1.1. Soit A un anneau noethérien & gauche et I un idéal bilatere de A tel
que A/I soit artinien a gauche. Supposons que I soit engendré par un systéme
centralisant xi,x,,---, X%, ([7]). Pour tout entier naturel k, I*/I**' est un
A/I-module a gauche de longueur finie. (A = I°). Posons:

filn)= 1. (A/I™).

1.2.  Soit x un élément central dans A et J un idéal bilatére de A. Notons par
J : Ax Tidéal bilatere {b/bAx C J}.
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1.3. LeMME.  Avec les notations du 1.1 et du 1.2, on a:
fran(n)= fi(n)=1(A/I"": Ax)).
Preuve. En effet, (A/Ax,)/(IAx,)" estisomorphe a A/I" + Ax,. On a alors:
fi(n)=fua(n)= 1A/ =1(A/I™' + Ax))
=1+ Ax /I = 1A/ Axy). |

1.4. PropoSITION. Avec les hypothéses du 1.1, fi(n) est majoré par le
polynome ("J)I(A/I).

PrReuvE. On procede par récurrence sur s.
Si s =1, I = Ax, et par conséquent I*/I*"' = Ax!/Ax'"" est un A/I-module
monogeéne de longueur majorée par [(A/I). Il vient alors:

f,(n)—El(Axl/Ax““) (n+1)l( ) ( I1>l<%).

Si s>1, on a évidemment I" CI""': Ax, pour tout entier naturel n; par
conséquent, fi(n —1)= I(A/I""": Ax,). On en déduit:

(1.4.1) fi(n)=fi(n = 1) = fuac(n)

en utilisant le lemme 1.3. Or Panneau A = A/Ax, et 'idéal I = I/Ax, vérifient
les hypotheses de la proposition. Par récurrence, on obtient:

(14.2) Frme(n) = (" - ’ 1) 1(?__) - (" :j N 1) 1(?) .

En utilisant les inégalités (1.4.1) et (1.4.2) il vient:

fm-re-=("T2T1 (%),
1+s—1) (é)
4,

fitn=0-fin-2=(" 711

0-s0s(T)(2).

—

On a alors:

reosi(g) 3 (50 - 250 - ()@
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1.5. REMARQUE. En algébre commutative, la proposition 1.4 se démontre en
remarquant que le gradué associé a I'idéal I est une A /I-algebre de type fini et
par conséquent le résultat se déduit de la méme propriété bien connue de I'idéal
d’augmentation d’une algébre de polynomes. En algébre non commutative, le
gradué associé est quotien.t du produit libre de A/I avec Z(A/I){x, X2, ", X;)
ou Z(A/I){xi, x5, x;) est lalgebre libre déterminée par les variables
X1, X2, ", %, sur le centre de A/IL Dans cette derniére algeébre la croissance
étudiée étant exponentielle, on no peut rien conclure sur les quotients.

2.1. Soit A un anneau et I un idéal engendré par un systéme centralisant
X1, X2, * +, X.. Soit J un idéal bilatere de A. On dit que I vérifie la propriété d’ Artin
Rees forte par rapport a J s'il existe un entier k, tel que:

sin=zk, alors: I"NJ =I1"*(I*NJ).

DeFiNiTION.  On dira que I'idéal bilatere I vérifie la propriété d’ Artin Rees
forte restreinte si I vérifie la propriété d’Artin Rees par rapport aux idéaux:

Ax1+sz+"'+Ax,», 1§l§t_1

2.2. REMARQUE. Dans les hypothéses du 2.1, si I vérifie la propriété.d’Artin
Rees forte restreinte, alors 'idéal I; vérifie aussi la propriété d’Artin Rees forte
restreinte dans 'anneu A; ou

= A et I = I
Ax1+sz+'--+Ax,- ! Ax1+sz+"~+Ax,-

A,

pour 1 =j=t—1, ce qui se vérifie par récurrence finie sur j.

2.3. DEFINITION.  Soit f une fonction croissante définie sur N et 4 valeurs
entiéres positives. Nous allons supposer:

(a) Il existe un polynéme q(X) € Q[X] tel que f(n)= q(n) pour tout entier
naturel n.

(b) 1l existe un entier ! strictement positif et un polynéme p(X)€ Q[X] tels
que:

0<p(n)=f(n) pourn#0, n=0().

Il est alors clair qu’il existe un polynéme de plus haut degré d vérifiant la
condition (b) en présence de la condition (a). On a, en particulier, d = deg q(X).
Cet entier d qui est uniquement déterminé par la fonction f va étre appelé le
“degré” de f.
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Il est clair aussi que si le polyndme p(X) réalise la condition (b) avec I'entier |,
il la réalise aussi avec tout entier multiple non-nul de [

2.4. LeMME. Soit A un anneau et I un idéal engendré par une A -suite
centralisante x,,x.,++,x, ([11]). Si I vérifie la propriété d’Artin Rees forte
restreinte, alors:

Il existe un entier positif k tel que:
(I": Ax,)CI"™* désquenz=k.
Preuve. Elle se fait comme dans le cas commutatif ([12], page 273). |

2.5. THEOREME. Soit A un anneau noethérien a gauche et I un idéal propre de
A tel que A /I soit artinien. Supposons de plus que I soit engendré par une A -suite
centralisante x,, x,, - - -, x,. Si I vérifie la propriété d’ Artin Rees forte restreinte, alors
la fonction:

filn)=1.(A/I").
est de degré s, au sens de la définition 2.3.

Preuve. Elle se fait par récurrence sur s. Si s = 1, alors I = Ax, et I**' G I*
pour tout entier naturel k, car x; est non diviseur de 0 et non inversible. Comme
A /I = Ax{/Ax}"' pour tout entier naturel k, on en déduit que:

fi(n)=(n + 1)1(?) .

Si s > 1, 1a condition (a) de la définition 2.3 est vérifiée d’aprés la proposition 1.4.
Considérons maintenant 'anneau A = A/Ax,.

D’aprés la remarque 2.2, I vérifie la propriété d’Artin Rees forte restreinte. Il
s’ensuit par récurrence qu’il existe un entier [, strictement positif et un polyndme
p(X)€ Q[X] tels que:

251) O0<p(n)=fi(n) pourn#Oetn=0(,) avecdegp(X)=s-1.
Mais, d’autre part, d’aprés les lemmes 1.3 et 2.4, on a:
(2.5.2) filn)=fi(n)-fi(n—k) pour n Z k..

Prenons k = [,k,. Il est clair que (2.5.1) (respectivement (2.5.2)) reste vrai avec k
au lieu de /, (respectivement k).
D’ou: quelque soit n = k tel que n=0(k) on a:

2.5.3) O<pm)=fi(n)=fi(n)-fi(n—-k).
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Prenons n = tk. On a alors les inégalités suivantes:

0<p(tk)= fi(tk) - fi(tk — k),
0<p(tk —k)=f(tk —k)—fi (tk —2k),

0<pQRk)=fi(2k)~ fi(k),
0<p(k)=fi(k).

On en déduit:
<3 plik) =i ().

Comme 2;_, p(ik) est un polyndme de degré s en tk a coefficients rationnels, on
obtient que le degré de f est minoré par s. Comme d’autre part, d’aprés la
proposition 1.4, f est majorée par un polynome de deqré s, son degré au sens de
la définition 2.3 est s.

2.6. CorOLLAIRE. Dans les hypothéses du théoréme 2.5, la dimension de f au
sens de la dimension de Gelfand—-Kirillov est égale a s ([1)).

Preuve. En effet,

dim = T, T2 int{y € Rif(m) =7}

11 est clair que dimf =s.
D’autre part, si dim f était égale a & <s, on aurait sur une infinité de points un
polyndme de degré s majoré par n® avec & <s, ce qui est impossible.

2.7. Le théoréme 2.5 et son corollaire 2.6 s’appliquent en particulier dans les
deux cas suivants:

(1) Soit ¥ une algébre de Lie nilpotente de dimension s sur un corps K, % (¥9)
son algebre eveloppante et YU (%) I'idéal d’augmentation de % (%) que nous
allons noter par M. D’aprés [8), M vérifie 1a propriété d’Artin-Rees forte par
rapport a tout idéal de (¥9). On en déduit que la fonction f.(n)=
dimg (A /M) est de degré s, puisqu’une base de ¢ adaptée a sa suite centrale
ascendante donne une U (%)-suite centralisante génératrice de . Dans le
paragraphe 3, nous donnons une version plus précise de cette propriété. Ce
résultat &tre comparé dans le cas nilpotent a ceux de [1] qui ménent a la
détermination de la GK-dimension d’une algébre enveloppante.
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(2) Soit K un corps et G un groupe nilpotent de type fini et sans torsion.
D’aprés [2] et [5], un tel groupe est caractérisé par I'existence d’une suite de
sous-groupes:

G=G,2G,D - DG,.,={1}
telle que:
(@) G:/Gi.1 est un groupe cyclique infini pour 1=i=r,
(b) [G, G]C Gisv.

La longueur d’une telle suite est un invariant du groupe G, qu’on appelle le
rang de G.

LEMME. Auvec les notations ci-dessus, I’idéal d’augmentation de K|[G],
algébre du groupe G, est engendré par une K[ G |-suite centralisante de r éléments.

Preuve. On procéde par récurrence sur r. Sir=1,0on a: G=Z et K[G] =
K[T, T'] ot T est une indéterminée commutative. K[ G] est donc intégre est si
g est un générateur de G, (g — 1) engendre I'idéal d’aumentation de K[G].

Supposons r>1 et considérons le groupe G = G/G,; G est un groupe
nilpotent de type fini et sans torsion d’apreés la caractérisation rappelée ci-dessus.

On a l'isomorphisme: K[G]= K[G]/w(G,) ou w(G,) est I'idéal engendré par
g-— 1 dans K[G], ou g, désigne un générateur du groupe cyclique infini G,.
L’hypothése de récurrence termine la preuve compte tenu du fait que g, — 1 est
central dans K[G] et non diviseur de zéro puisque K[G] est intégre, d’aprés le
théoreme 3.2 du [5].

On montre dans [8] que I'idéal d’augmentation # de K[G] vérifie la propriété
d’Artin Rees forte par rapport a tous les idéaux de K[G]. Compte tenu du
lemme ci-dessus, la fonction fu(n)=dimg (K[G]/#M""") est de degré r.

3.1. Soit K un corps, ¥ une K-algébre de Lie nilpotente de dimension p.
Considérons la suite centrale descendante de .

(B11) 0=9C%'C---C9C¥'=9 on9"'=[9 9]

pour 1=i=q—1 et q est I'indice de nilpotence de 4. Choisissons une base
adaptée a la suite (3.1.1): e,, €,_1,* * , €5, €, ordonnée et fixée pour le reste de ce
paragraphe.

3.2. DermiTioN. On appelle mondme en les e; une expression du type
e:;ezz- . e:: ou les # sont des entiers strictement positifs et ou les i; ne sont pas
tous distincts. C’est un élément de I'idéal d’augmentation 4 de U (%), I'algebre
enveloppante de 9.
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On appelle mondme standard ([3]) un mondme dans lequel on a:
i;;iz;"';i;.

Appelons hauteur de e;, le plus grand entier h(e) tel que e, € 4"“. Si m
désigne le mondme e;e---e; la hauteur de m, notée h(m) sera I'entier
2j-1h(e,)t. D’aprés [10], les monOmes standard de hauteur = n forment une
K-base de M", ou M désigne I'idéal d’augmentation de U (¥).

3.3. PrROPOSITION. Avec les notations ci-dessus, posons ki = h(e;), 1=i=p.
Considérons la fonction h(n) = dimg M"/M""". Alors:

() Z.zodimg ™/ M"t" = YT, (1— %),

(ii) La fonction h(n) est équivalente dans le sens de Gelfand-Kirillov a la
fonction polynomiale ("*;27") ([1)).

Preuve. (i) Les mondmes standard de hauteur n forment une K-base de
MM T S’ensuit que h(n) = card{(l,, b, - - -, I,)/Z7_ k], = n}.
(ii) Considérons les deux ensembles suivants de p-uples d’entiers naturels:

sA(n)= {(ll, Ly, 1)/2 ki = n} ot
B(n)= {(:1, tz,--~,t,,)/‘2 = n} ,

On a: card B(n) = (";*7") et card #(n) = h(n).

L’application « : & (n)— B (n) définie par: (I, L, - - -, L) » (kidy, koloy - - -, koly)
est évidemment injective et on en déduit que h(n)=(";77"). L’application
B : B(n)— s(kn) définie par:

» k k )
- e — PR —t
(tl, t2’ ’tp)H<k‘ tla ,kp P

ou k =p.p.c.m. (k, ks, -+ -, k, ) est aussi injective et on en déduit que (";77") =

h(kn). Par conséquent, h(n) et (*;°7') sont GK-équivalents.

3.4. Avec les notations du 3.1 et 3.2 considérons I'algébre de Lie nilpotente
gr9=%/9P 9GP D ¥ ol le crochet est définit de la fagon usuelle.

DErNiTION.  On dit qu’une algébre de Lie nilpotente ¢ est graduée si
Papplication 4 — gr ¢ définie par e, » e; + 4"*! est un isomorphisme. 1l est
clair que grgr % =gr 9. D’autre part, d’aprés [10], U%(gr 9)= G.(U(¥)) ou
G« (U (%)) désigne I'algebre graduée associée a la filtration #-adique de U (%).
L’algébre enveloppante d’une algébre de Lie nilpotente graduée est donc
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graduée par la hauteur. Remarquons enfin que si x est un élément central de
I’algebre de Lie nilpotente graduée ¥, alors §/Kx est aussi une algébre de Lie
nilpotente graduée.

3.5. THEOREME. Soit G une algébre de Lie nilpotente de dimension p sur un
corps K et U (94) son algébre enveloppante. Considérons un U(%)-module de type
fini M et la série de Hilbert associée 2, .o(dimg M"M[M™ ' M)t", oi M désigne
I’idéal d’ augmentation de U(%). Alors:

MM i t
2 dimg J“nHM =7 f()

[T

i=]

ou les k; sont comme dans 3.3 et f(t) € Z[t].

Preuve. (a) Supposons d’abord I'algebre de Lie ¢ graduée et le module M
gradué sur l'algébre graduée U(%). On peut donc écrire M = @,.;0 M..
Montrons que 2,20 (dimg M, )" = f(¢)/T1., (1 - t) avec f(t) € Z[¢t]. On procéde
par récurrence sur p.

Si p =1, c’est le cas commutatif.

Si p > 1, considérons la base fixée au 3.1: (e, €,-1, -, €3€)) et h = h(e),
1=i=p Comme % (%) est graduée par la hauteur, ¢, est homogéne de hauteur
k; et central. La multiplication par e, est un U (¥)-endomorphisme de M et pour
tout n, on obtient la suite exacte:

O_) Kn il Mn i Mn+k‘, i d Ln+kp b d O

On finit la démonstration comme dans le cas commutatif compte tenu du fait

que:
210" (&)

et le fait que 4/Ke, est une algebre de Lie nilpotente graduée dans laquelle
heg)=k pour l=si=p-1

(b) Dans le cas général, remarquons que le module gradué G.(M)=
@,.;OM"M/A{"”M est de type fini sur 'anneau G« (% (%)) et que G (U(¥))
est isomorphe comme algebre graduée & U (gr ). Enfin, pour tout i, la hauteur
de e; est la méme que la hauteur de I'image de e; dans gr 4.

3.6. Soit G un groupe nilpotent de type fini et K un corps de caractéristique
0. Considérons la suite centrale descendante de G:
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(3.6.1) G=G'DG*’D---D>G*={1},

ol G""'=[G',G] pour ISi=q-1etol q est I'indice de nilpotence de G.

Si grG désigne le groupe abélien €D{7, G'/G'', on peut associer 3 G
'algebre de Lie nilpotente gr G ®z K, ou le crochet est défini a l'aide du
crochet dans G ([9]). Si # désigne I'idéal d’augmentation de I'algébre du groupe
K[G], on démontre dans [9], que:

(3.6.2) Gu.(K[G])=% (gr @ K) .

L’algebre de Lie gr G ®z K est nilpotente graduée de sorte que I'isomorphisme
(3.6.2) est un isormorphisme d’algébre graduées.

Soit M un K[G]-module de type fini. La méthode du passage au gradué
utilisée dans le théoréme 3.5 permet de démontrer que:

S (dime M) oo _fO)
nzo( -/% M) I;[l(l_tk‘.)

ou f(t)E Z[t] et ou les k; proviennent de I'algébre de Lie gr¥9 ®ZK comme
dans 3.3. La proposition suivante détermine les entiers k; dans le groupe G.

3.7. Soit G un groupe nilpotent de type fini et (3.6.1) sa suite centrale
descendante. Considérons un systéme de générateurs de G

(3.7.1) gl’ ng Y glp g1,+1, Tt g"z’ glz*'l’ Tt g'q—l

Ol g1, 8ieas ' * *, &1, €St un systeme de générateurs du groupe nilpotent de type
fini G'/G™, 1=i=q~-1. Soit h; la hauteur de g, 1=j =1,_,, le plus grand
entier tel que g € G" Comme grG ®ZK:@§::G‘/G”‘®ZK, on peut
extraire du systeme générateur (3.7.1) une suite d’éléments:

Bi» 8" " "5 &,

dont les images dans gr G ®z K forment une K-base de gr G ®z K. Il suffit de
prendre les éléments non de torsion dans g,..,---,g,,, pour 1Si=<q-1 On
obtient donc la proposition suivante:

PROPOSITION.  Avec les notations ci-dessus, soit h,, la hauteurde g,, 1=k <s.
Si M est un module de type fini sur K[G), alors:

Z dlmK ‘/“./tf:IM t" = 5 f(t)
nz0 H (1 _ th‘u)
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ou f(t) e Z[¢].

Preuve. En effet, les entiers h, ne dépendent pas du systéme générateur
(3.7.1) choisi. Ils proviennent des espaces vectoriels G‘/G‘*’®ZK, pour
l=si=q-1.
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